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1. 拓扑空间 (X, T ) 称为局部紧的，如果每个点都有一个闭包紧致的开邻域。设 X 是一个拓扑空间，
定义 X 的一点紧致化为 X̃ = X ∪ {∞}，其上拓扑定义为

T̃ = T ∪ {X̃} ∪ {X̃ \K | K是X中的紧致闭集}

(a) 验证 T̃ 是 X̃ 上的一个拓扑。

(b) 证明 (X̃, T̃ ) 是紧致的拓扑空间。

(c) 如果 X 是局部紧的 Hausdorff 空间，证明 (X̃, T̃ ) 是 Hausdorff 的。
(d) 证明平面的一点紧致化空间同胚于二维球面。
(e) 如果 X 与 Y 同胚，证明它们的一点紧致化空间同胚。

2. 如果 X 是连通的 Hausdorff 空间，如果 X 的任意两个不相交的闭集有不相交的开邻域，证明 X
是不可数的。

3. 证明或者举出反例

(a) 如果 X1 与 X2 是连通空间 X 的两个开子集，满足 X1 ∪X2 = X，并且 X1 ∩X2 是非空连通
的，则 X1 与 X2 均连通。

(b) 如果拓扑空间 X 是连通的，并且每个点都包含在一个道路连通的开子集内，则 X 道路连通。

4. (a) 证明 [0, 1) 与 [0, 1] 不同胚，但 [0, 1]× [0, 1) 与 [0, 1)× [0, 1) 同胚。

(b) 证明 E1 与 En (n > 1) 不同胚。

5. 空间 X 称为局部连通的，如果对每个 x ∈ X 和它的邻域 U，存在 x 的连通的邻域 V，包含在 U
中。

(a) 证明欧式空间，从而任何局部欧式的空间（例如球面），是局部连通的。赋予X = {0}∪{1/n | n =
1, 2, · · · } 作为 E1 子空间的拓扑，证明 X 不是局部连通的。

(b) 证明局部连通性为同胚所保持，但不一定为连续映射所保持。
(c) 证明空间 X 局部连通当且仅当 X 的每个开集的每个连通分支是开集。

6. 构造一个空间的道路连通子集，使得其闭包不是道路连通的。（拓扑学家的正（余）弦曲线除外。）

7. 设 f : X → Y 与 g : Y → Z 都是连续映射，其复合映射 g ◦ f 是粘合映射。证明 g 也是粘合映射。
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